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nome, non imprimantes, est autorisé pour cette épreuve conformément à à la circulaire n° 86-828, Le 28 IOHIeE 1986. 


Notations 


Dans tout le problème, on désigne par R le corps des nombres réels, par Z l'anneau des entiers, 


par N l’ensemble des entiers positifs ou nuls, et par N*/ ‘ensemble des entiers strictement positifs. 


Pour tout entier n € N*, on note .#, la R-algèbre des matrices carrées de taille ñ à éléments réels. Si A 
est un élément de .#,, la notation A =—[a; &;] signifie que 4; est le terme de la ligne d’indice À et de la colonne 
d'indice j de A. On dit que À est nilpotente s’il existe 1 un entier PE N* tel que A? = 0. La matrice A est dite 
triangulaire supérieure stricte si a;; = O pour i > j. 


Si E est un R-espace sr # (E) désigne la R-algèbre des  endomorphismes de E, et id l'application 
identique de E. Pour u, v éléments de Z (E), on note uvle composé uo y. pour tout entier i € \, u‘est len- 
domorphisme de E défini par la formule de récurrence u'*! = uiu, avec u° = id4. On dit que u est nilpotent 
s’il existe un entier p € N* tel que u? = 0. 


-_ SiE est unR-espace vectoriel de dimension finie, sa dimension est notée dim E. Étant donnés un endor | 


morphisme 4 deE, et & une base de E, on désigne par Mat(u; & ) la matrice de u dans la base €. 


Il est rappelé qu’un endomorphisme d’un R- et vectoriel de dimension finie n’admet pas nécessaire- 


‘ ment de valeur propre. 
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a drain ca. 


er: Prouver que # est un sous-espace cons de Mn Quelle est sa dimension 2E ds : 


PARTIE I ' 


1. Dans toute cette question, 7 désigne un entier strictement Eee Pour tout élément À = -[ a; a; de. #,, la 


fie tr D de A est définie par : 
tr (A) = Ÿ au. 
£ | Î 1 


On note Z. l'ensemble des matrices À € .#, qui vérifient tr(A) = 0. 


: b. Soient À et B deux éléments de M. PouwvS que la matrice AB — BA appartient à F,. 


Soient E un R-espace vectoriel de dimension n, et u un endomorphisme de E. Prouver que le nombre 
réel : 


2 


tr(u) : tr (Mattus#)) 


est indépendant de la pare & deE choisie pour le définir. Ce nombre réel sera Siéere pe trace de l'endo- 
morphisme u. : : Esc7 ! 


c. Pour i et j éléments de l’ènsemble {1, 2, … 2}, on note M;; la matrice de M, dont le terme de la ligne 
d'indice i et de la colonne d'indice j est égal à à 1, les autres termes de M;; étant nuls. 


Soient et’ Î des entiers distincts de l'ensemble {1, 2; e. Calculér les matrices : 
M; ;M — M, iMi; _et MM - M;:M;;. 


n. Soit @ une rie linéaire sur le R-espace vectoriel 4, vérifiant : 
p(AB) = BA) 
pour toutes matrices A et B de .#, . | 
Montrer qu'il existe un nombre réel À tel que: : = 
gla)= aa) À sc 


pour toute matrice À & M. 


2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle n, et u un endomorphisme nilpotent de E. | 


a. Prouver ae u n’est pas surjecti | Es le ? 1: " 


# 


“b. Soient H un ‘hyperplan de E contenant pee dé u, et & = (e,,….,e,) une base de E telle que 
| (e,…, e, - ,) soit une base de H. : er 


Que peut-on dire de. Mat(u;# )? 


En raisonnant par récurrence sur la valeur de l'entier n, prouver qu'il existe une base 7° de E telle que 
. Mat(u; F )soit FHeRe supérieure stricte. 


l 


c.. Montrer quelona tr(u?) = O pour tout entier p € N*.. 


ne 3: — L 
3. “Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie x non. sue. n, et « un endomorphisme de E tel que 
tr uP) = + 0 pourtoutentier p € N*. 


a. on que u n'est pas ie (on pourra utiliser le théorème de an (f ) | 


. b. En raisonnant comme dans la question 12 b., montrer qu'il existe une > base di de E telle que Mat{u; © ). 
soit triangulaire supérieure stricte. 


Pa 


c.. Prouver que l'endomorphisme w est nilpotent. 


\ 


Gn) 4. Énoncer le résultat démontré dans les questions L.2. etL3. 


EE | |  PARTE HN 
Siu et v sont deux endomorphismes d'un R-espace vectoriel, on pose : 


[u, y] = uv vu. 


On appelle quaterne tout quadruplet Q={u,v,w ,E)c où E est un R-espace vectoriel de dimeos finie 
non nulle, et où u, v et w sont des endomorphismes de E vérifiant : | 


- ; | _[u,vl= 2v, [u,;wl= -2w, [vw] = 


” Deux quaternes Q ={u,v,w,E)et Q'= (u', v', w',E') sont dits équivalents s’il existe des bases € et 
&’ deEet E" telles que: ee 


Mat (u: 8)= Mat(u';6'), - Mat(ræ) = Mat(v';6), Mat(w:€) = Mat(w'; #), 
3 __ SoitQ = (u,v,w,E) un quaterne. | | ne | 
On note 7 (Q) l'ensemble {u, v, wi. 


On dit qu’un sous- espace vectoriel F de E est 7° (Q}-stable si i f(x ( . € F pour tout vecteur x € F et tout. 
élément fE 7 (Q). S'il en est ainsi, et si F est non réduit à {0}, on définit un quaterne Q- = (ur, vr, wr, F)en 
notant respectivement ur, Vr, Wr les restrictions de u, v, w àaF. 


Le quaterne Q est dit irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels 77 (Q)}-stables de E sont {0} et E. 


1. Soient r un entier. strictement positif, E, un R-espace vectoriel de dimension r, et ge (e, …, e,) une 
base de E.. On définit des endomorphismes L,, v,et w, deE, parles formules suivantes : 


u(e)=(r-2i+1)je pour 1<i<r | 
nn (a) = 0, et v(e)={i-1)(r— i+ 1)e,_, pour 2<i<7r. 


we) = 0, et | Ww,(e)=e,, pour 1<i<r— 1. 
a. Prouver que Q” = (u,, b,, We E,) est un quaterne. 


b. Soit x un élément non nul &E,. Montrer qu’il existe un entier. s € N tel que le vecteur (w.,)‘{x) soit non 
nul et colinéaire à e,. 


4 En déduire que le tbe Q'estirréductible. 
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2: Soient f g h des endomorphismes d’un R-espace vectoriel. Établir la formule : : 


[É ghl = [f, gl h + glf,h]. 


3. Soit Q=(u,v, W,Ë) un quaterne. 
\ 
a. Montrer que pour tout entier p € NY on a: 


[u,w] = 2p vw, [u,w]= — 2pwr. 


b. En déduire que vet w sont des endomorphismes nilpotents de E. 1 


c. Pour p entier strictement positif, établir les formules : 
LAVE p(u Rp ide)» 1, [yw= p{u rip ide }w? = 1. 


4, Soit Q = (u, v, w; E) un quaterne. On note r le plus petit entier strictement positif tel que v’ = 0 (un tel 
entier existe d’après la question IL-3.b.). : 


a. Soit z un vecteur deE telque y = V7” ! (z) soit non nul. Montrer que: 


v(y) = 0, _ub) =(r-1)y. 
b. Pour tout entier p € N*, on pose : 


Montrer que, pour tout entier p € N*,ona: 
u(x )=tr- 2p+r1X, 


Prouver qu'ilexiste s € N* tel que: 


x,#0, et x,;=0 pour k>Ss. . Er 


c. Soitp un entier r supérieur ou égal à 2. Montrer que : 
v(x,) = (P- Die p+1)x, 


d. On note F le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs x, %, - X, Où s est l’entier défini à la 
question II. 4.b. | USE 


Prouver que F est de dimension s etest 7 (OFFRE 
msn 
esc? 
e. Montrer que la trace de la restriction de u à F est égale à: 
-s(r—s). 


” En déduire que s = r, puis que le quaterne Qr= (ur, Ve, Wps F) est équivalent au quaterne Q' défini à 
la question IL.1. | 


f. Que peut-on dire si le quaterne Q est irréductible ? 


FR 


+ 
Li 


PARTIE III 


3 


Pour tout R-espace vectoriel E, on désigne par E* l'espace vectoriel dual de E. Si f € E*, et si x € E, on 


note < f, x > pour f(x). Pour u € .£(E), ‘u désigne l'endomorphisme transposé de u. Pour tout entier p EN, 
les endomorphismes (‘u)? et ‘{u?) sont égaux; on les notera ‘u?. Si G est un sous-espace vectoriel de E*, lortho- 
gonal G* de G est le sous-espace vectoriel de E constitué des vecteurs x € E tels que <f,x> = 0 pour tout 
fE G. | | 


1. Soit Q ={u, v, w,E)un quaterne. Prouver que Q*={(-—'u, — ‘y, —'w, E*) est un quaterne. 


2. On reprend dans cette question les notations de la question I1.4.:Q = (u, v, w, E) est un quaterne, r est le 


plus petit entier strictement positif tel que v” = 0, z est un vecteur de E tel que y = v’” !(z) soit non nul, 
et F est le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs x DenWpae (y) pour 1 < P<r. 


‘De plus, on note OQ* le quaterne (— ‘u, — ‘y, —'w,E*), et on fixe un élément h de E* tel que 


<h,y> = 1. On pose g = 1y"- 1{h), et on note G le sous-espace vectoriel de E* engendré par les 
vecteurs f, = (— ‘w}P- 1(g) pour 1 <p <r. . | M° 


a. Vérifier que g est non nul. Prouver que F est 7 (Q}-stable, que Gest 7 (Q*)-stable, et que les quaternes. 
QF et Of sont irréductibles et équivalents. 


b. Soient k etp des entiers de l’ensemble {1, 2, …, r}. Établir les formules : 


ft rss > = (— 1) 1(Cr : 11) Shea = Si DE kK>r +1: 
c. Prouver que l’orthogonal G! de Gest 7 (Q)}-stable, et que c’est un supplémentaire de F dans E. 


d. Montrer qu'il existe un entier s € N*, et des sous-espaces vectoriels nôn nuls F,, …, F, de E vérifiant les 
conditions suivantes : à | 


L E=F @F,®.@F. 

ü. Pour1 <i<s, F;est7 (Q)}-stable. 
ii. Pour 1 <i< s,le quaterne QE est irréductible, et équivalent au quaterne Q", où 7; est la dimen- 
-_.siondeF.. FT : | - 
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. 3. Soit OQ = (u, v, w, E) un quaterne. On considère deux décomposition : 
| | E=F@F®@.6F-=F®@F®.…@F! 


4 


où F,,..,F,,F',..,F, sont des sous-espaces vectoriels: non nuls et 7 (Q)-stables de E, les eue , 
Or; …. Or, Or en * rs étant irréductibles. 


Pour tout entier i € Z, on note U, le sous-espace propre de u pour la valeur propre i. 


a. Prouver que la dimension de U, (rèsp. U,) est égale au nombre d'indices Î tels que F; soit de dimension 
-impaire (resp. paire). | 


En déduire que s = r. 


D : ; 
b. Pour tout entier k EN, soit n k , le nombre d'indices: i ei que F, soit de dimension k. Établir la formule : 
= dimU,_, - dimU,,.. 


En déduire qu’il existe une Fr n © de l'ensemble {1,2,..,s } telle que, pour 1 < i< 5, les qua- 
ternes Or et Or soiént équivalents. de | 
ot 


i 


Fi af 


PARTIE IV 


Dans toute cette-partie, Q = (u, v,w, E) est un quaterne. On désigne par F,,.,F, des sous-espaces 
vectoriels non nuls de E, 7 (Q)- -stables, vérifiant E=E, ®. . & F,, et tels que les quatèrnes Or , L<i<Ss, 
soient irréductibles. 


On note & la sous-algèbre de 7 (E) constituée des endomorphismes 6 dE qui vérifient 
[u, 6} = Poe 1e , 0] = 0. 


1. Montrer que si Q est irréductible, ona#@=R id£ 
2. Soient 8 un élément de €, et iun entier appartenant à {1, 2, 5}. 


. Prouver que 8 (F;) est un sous-espace vectoriel 7° (Q)-stable de E. Montrer que siO(F.;) est non nul, les 
‘quaternes OF -et OT F sont équivalents. | 


\ 


3. On définit un endomorphisme A dE par la formule : | 
| A=u?+2vw+2wv. 
a. Soient j un entier appartenant afl, 255 et x un vecteur de F ;. Prouver que l'on a: 
A (x). = (im EP - 1) x. 
En déduire que À est un élément de LS $ 


b. On suppose dans cette question que les dimensions des:F;, 1 < i < s, sont deux à deux distinctes. 


Soient 8 un'élément de #, et à un entier appartenant à {1, 2, … s}. Montrer que 8 (F,)CF;. En déduire 
« que l’espace vectoriel & est de dimension s. D ; 


‘ 


‘4. Donner un exemple où # n'est ni de dimension 1, ni de dimension s. 


